D-CHAB Mathematik 111 WS 04/05
Prof. Dr. R. Sperb

Losung Probe Vordiplom

1. Mit die Laplacetransformation

ro—e X(p)

1lo—e —

p
io—e pX (p) — 2(0)

(1= cos(2t)) o—e (1 p ) - 9

sin?(t) = AV

N | —

erhalten wir

Xa(p) — 3 = X1(p) — Xa(p) + ;5570

{ EX1(p) = Xa(p) — 2Xa(p) + 5, . { Xa(p) = 277 X1(p) + 5

Die Losung fiir X;(p) ist

2—p 1 2 p>+4p+8
- X — = (X -
1 1(P)+2p p+2( 1(p) +

Ap(p* +4)
=X+ 2 s, + L
(" +4)X1(p) = : ;2]) - 217;(;;?1)16 - p24i 4
Xi(p) = ﬁ

Um die Riicktransformation von X; zu bekommen, andwenden wir die Partial-
bruchzerlegung

dp A B C D
P47 (prap (-2 pr2 p-2
4p = A(p — 21)* + B(p + 20)* + C(p* + 2)(p — 21) + D(p* + 2)(p + 21)
4p = p*(C + D) + p*(A+ B — 2iC + 2iD) — p(4iA — 4iB — 2C — 2D)
— 4A— 4B — 4iC + 4D
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Mit Koeffizientenvergleich erhalten wir

C+D=0 A=
A+ B —-2iC+2iD =0 _ B:—%
21A—-2iB—C —D =2 C =0
Die Riicktranformaiton von X ist
1 1 1 1. |
X = — — - t:_tzt_tfzt :tt
) 2i<(p—i)2 (p+i)2).ox1<> i (1" —1e™) = tsin(1)

. Um den Problem zu l6sen brauchen wir homogene Randbedingungen. Wir ho-
mogenisieren den Problem durch

v=u—xe !

Die Differentialgleichiung fiir v ist
vy = +xe " = Dugy — v+ 1" = Dvgy — (1 — ™)
und ist die Anfangsbedingung
v(z,0) =u(z,0) —x =z(x — 1)
Das neues Problem ist

=D&y z(1—e') in(0,1)

v(0,t) =0
2(1,t) =0
v(x,0) =xz(zx —1)

Das zugehorige Eigenwertproblem ist

{dW%¢=0
p(0) = ¢'(1) =0

Die normirte Losung ist

k 2k2
por(r) = V2sin <%:€) A= 1

4

mit £ =1,3,5,---. Der Warmeleitungskern ist

K60 = 3 audopee ™ =2 fj sin (e ) sin () e

ungerade
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Wir bekommen die Losung fiir v durch

vl t) = / 1v(£,O)K(x,€,t)d€ + /0 t /0 e K (2. €, 7)dedr =

/ £(E—1)2 sin (%x) sin (%kg) e PMtqge

ungerade

t 1 0
+/ / E(e™m—1)2 Z sin (W—kx) sin (W—kf) e~ DM e =

0o Jo — 2 2

ungerade
- k ! k

—2 ; sin <%x) e~ DAt (/0 £(€ —1)sin <%g) dé

ungerade

o (s fimr-om)

mit k ungerade die Integralen werden
2 ! k
il ZVe ) ae =
0+7Tk/0 cos<2£) '3

/Olésin (%kg) e = — —fcos (”jg)
= (_1)T

IEENCIAY
_ﬂzkzsm 2

o k2
! k 2 k
| et 1y (e de = - Zete - eos ()
4 k
= (2§ — 1) sin <7T2 5)

4 E—1 16 k
- 7r2/{:2<_1> T R (75)

oot k
; + %/0 (26 — 1) cos <7§) d¢
8

und
e(D)\k—l)t -1 eD)\kt -1

t
(DAg—=1)T7 _ _DXgT dr = B
/O (e )T = =5 DM
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ehalten wir

- 4 o1
v(x,t) =2 Z sin (%kx) e~ DAkt ( (—1)% 6
k=1

m2k? m3k3

ungerade

4 g1 [ePAe=Dt 1 oDt _q
1= _
(Y ( Doy —1 D ))

- (-1)z Cpoae , €L e P T — e P 8 \ . (7k
w2 Z_: ( 2 \C TThno1 D ) e T

k
ungerade

Die Losung fiir u ist

u(x,t) = v(x,t) + ze’

8 < (-1)= oA, € T—e P e P 8 \ . (7k i
_F ; < 2 (e -+ D — 1 — D — sin 71’ + xe

k3
ungerade

3. Den Zugehorige Eigenwertproblem ist

Ap+Ap=0 in

g—:‘j =0 auf I'y
Y= auf I';

Die normierte Losung ist

T T
PR = 208 (gk:p) cos <§ly)

mit A\, = 72(k* + (%), wo k,l =1,3,5,-.
bvgWir enwicklen die Quelle durch die Eigenfunktinonen

Q(xa y) = Z ak,l@k,l(xu y)

k=1
WO
1 11—z T T

Qpp = / q(z,y)ori(z,y)dy de = / / 2 cos (—kx) cos (—ly) dy dx

’ 0 7 o Jo 2 2

1 1 1—x 2 1
= 2/ cos (Ek:x> — sin (Ely) dr = — COS (zk:x> sin (zl + Il:zc) dx
0 2 ml 2 0 7l Jo 2 2 2

mit k£ ungerade erhalten wir

sin (gl + gla:> = sin (gl) cos (gl:c) +sin (gh) Cos (gl) =

(—1)% cos (gl:c)
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dann

k—1
2(—1)=z [t 2(—1)"=7
g = L/ cos (zk:x> cos (zlx> dr = i@ =
’ 7l 0 2 2 7l 2

k=1

_ 5/@1(—1)7

7l

Setzen wir die Ansatz

y) = Z g 108,01 (T, Y)

kel=1

in der Differentialgleichung

Au+q(z,y) =0

A (Z up1on(2, y)) + > arspra(w,y) =0

k=1 k=1

Z (kg — Ayury) ez, y) =0

k=1
Qg
= Ugl =
Ak,
Die Losung wird
(-1
2\ oy N T T
)= 3 Senen = 3 Cptpyreos (Ghe) eos (3) =
h ung’e;ade
1 & (- T T
= ; & coS (gkx) coS <§ky)
unge_rade

4. Zuerst entfernen den Reaktion-Term mittels
w(z,t) = u(x,t)e
Die Differentialgleichung wird
wy = e + yue’ = (DAu — yu)e” + yue’ = Aue” = Aw

Das Problem die wir erhalten

%—?:DAw in 2
w=1 auf 00

2 fir0<2z<q0<y<tud0<z<1
w(@y,2,0) =9 1 e
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hat noch Inhomogene Randbedingungen. Mit
v=w-—1

erhalten wir ein homogenes Problem

%:DAU in 2
v=20 auf o)

1 fir0<z<a,0<y<Zund0<z<1
venz0)={ g el V<3

Um diesen Problem zu Losen machen wir den Ansatz
v(z,y,z,t) = vi(x,y, t)va(z, t)

, so dass wir zwei einfacher Teilproblemen finden.

1.
&1 = DAw, in (0,a) x (0,b)
v1(0,y,t) =vi(a,y,t) = ve(x,0,t) = vo(x,b,t) =0
1 fir0<az<aq 0<y<?
Ul(xvyvo) = { 0 sonst Y 2
2. ,
&2 = D&Y in (0, o)
vl((),t) =0
1 firz<1
u(2,0) = { 0 sonst

Um das erste Problem zu 16sen, sollen wir den zugehorige Eigenwertproblem

{A<p+)\g0:O in (0,a) x (0,0)
©(0,y) = p(a,y) = p(x,0) = p(z,b) =0

bekommen. Die normierte Losung dieses Problem ist

—isin ﬂ—kx sin ml Aoy = 7° k—Q—l—k—z
gpk,l_\/% a by k,l_ﬂ- aZ b2

mit k=1,2,3,---.
Den Warmeleitungskern ist

K(z,y,6m,1) = Z (e, y) (€, m)e” Pt =
kL
=— kzl:l sin <%x) sin <%y) sin (%g) sin (%77) oDkt
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Die Losung fiir vy ist

a b
wiet)= [ [ o€n 0Ky g0 —
o Jo
a b 0
:/ /2 » Z sin ﬂ—k:c sin F—ly sin W—kf sin W—lﬁ e~ Phetdgdn =
ab a b a b
0 Jo k=1
0o b
4 k [ @ k 2 [
= — Z sin (ﬂ—x) sin (W—y) e_D)"“’lt/ sin (W—f) dg/ sin <7T—77) dn
ab o= a b 0 “ 0 b
a 7k 24 % ungerade
1 - — wk
/0 St ( a 5) d { 0 k gerade
b
3 b(1-— ut
[ () = O )
0 b ml
erhalten wir

8 o~ L—cos(§) . (wk \ (7l _py
U2<.§C,y,t)—; Z g sin{ ) sin{ oy Jem

k=1
k ungerade

mit

und

Um den zweiten Problem zu Losen muss dieses Problem in (0, co) auf (—o00, 00)
erweitert werden. Die erweiterung wird durch eine punktsymmetrische Spiege-
lung um z=0 gemacht,weil die Randbedingung v = 0 ist.

% = D(?;ZUQI in (_007 OO)
1 fir0<z<1

v1(2,0) = -1 fir-1<2<0
0 sonst

In die Vorlesung wurde gerechnet die Losung von
ot Ox?
1, <0

7“L<‘C’0):{0 x>0

in (—o0, 00)

Die Losung ist

i, 1) = %erfc <2fD_t) (1)

Wegen linearitdt kann man die Losung von diesem Problem, um die Losung
fiir v9(2,t) zu berechnen. Man zwerlegt die Anfangsbedingung v,(z,0) mit die

Stufefunktion
1, 2<0
M@_{o . 2>0
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und die konstante Funktion, d.h

v9(2,0) = h(z + 1) — 2h(2) + h(z — 1)

Die Losung vy ist

va(2,t) = % (erfc (22\7%) Derfe (2%/&) erfc <22\/_D_1t>)

Die Losung fiir u ist

u(z,y, z,t) = w(z,y,z,t)e " = (v(z,y,z,t) + L)e " = e + v (z,y, t)va(2, t)e " =

—e M 4 i <erfc <Z—+1) 2erfe <L> erfc (Q))
T2 2v/ Dt 2v/ Dt 2v/ Dt

e e}

1 — cos (%l) . [Tk . (7l —DXj it
5 () ()

a
k=1
k ungerade
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