D-CHAB Mathematik ITI WS 05/06
Frof. Dr. R. Sperb

Probe Priifung

1.
i — _kal + 2kxy + d
.1'5'2 = .'53:11_1 = 2113&72
=i

o R L ST i £, (0)) [0
. ko —2k Ty 1 (D) /A O
Laplace-Transformation:
dif)=1—-¢*

Mit Laplacetranformation ¢"ee -2+ und Verschiebungssatz: L [e*f ()] = F (p — a)
erhilt man:

Al
(8- i
|

Die Matrix B ist: i i :| G+ W) ['. o+ 5&3 ~ 2k |
-k p+2k 21 ﬁ{gL{*
und die Inverse ist: g b 2. .FI L
gl — 1 [ p+2k 2k } 'P_; X THf -
P Askpt4’| E pH3k
(PR Hp+4k)

Also fiir Xy ergibt sich

kﬂ
~ plp+ k) (p+ k)2

X
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Mit eine Partialbruchzerlegung erhalten wir:

k2 _ﬂ+ B_+G . D
plp+4k)(p+k)?2 p p+dk p+k  (p+k)?
k* = Alp+4k)(p+k)*+ Bp(p+ k) + Cplp + 4k)(p + k) + Dp(p + 4k)

B o= A(p®+6kp® + 9k%p + 4k%) + B(p® + 2kp® + K’p)
+C(p® + 5kp? + 4k°p) + D(p* + 4kp)
k¥ = (A+B+C)p*+ (6kA+ 2kB + 5kC + D)p?
+(9%k*A + 2k*B + 4k*C + 4kD)p + 4k* A
A+B+C=0
6kA+ 2kB +5kC +D =0
OkA + kB + 4kC +4D =0
1P =p = A=1

Py

B+C=-1 = X
EkB—FE)L:C-‘-!-D:—% g
kB +4kC + 4D = —
IC+D==1 = D=-1-3kC
3kC +4D = -2
2
—OkC =2 o
9kC = O oF
K o] 1 ey 1
plp+4k)(p+ k)2  4kp 36k(p+4k) 9k(p+k) 3(p+k)?
Also
X{}=l 4 1 R i e k1
207 = Tkp T 36k(p+4k) Ok(p+ k) 3(p+ k)2
Die Riicktranformierte fiir X ist
— 1 1 —akt 2 —kt 1 —kt
e i T
Um die Lésung fiir £ — oo berechnen wir das System —

0 = —3kz{® + 2kzP + 1
0=kx®—2kz* = =2z
qheri=]l = roe—

: : richtla Fon i 0 e
Die Gleichgewichtlgsung ist z§° = 55 L5 = 35

2. Gesucht sind als allererstes die Eigenfunktionen des Problems

Ad+Ard=0 inQ
¢=0 inl,
=0 il
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Die ¢ sind
: s ST,
G (@, y) = C) sin (T?L) cos (I my)

TV A e T e e e A L R
Die Konstante berechinet sich aus der Normierung

é 1 mit C2 ] (Iry) dod G il
Filie L ! : 1 Cos I W= '::.!2% 140

ey
ik { V2 1#£0
und die Eigenwerte sind
= i e -
Ak T ( 161%)

Als néchstes wird die Quelle in eine Fourierreihe entwickelt. Es gilt

4] 0o
cos(wx) sin{ry) = ZZ@.H?M x, )

k=1 i=1

mit
3 pl

Bt = f f cos(m) sin(my) ¢, (x,y) dz dy
Jo Jo

2 1
= Cx[ cos(m) sin (%J) dt/- sin(7y) cos (I wy) dy
Ja 0

< cm-[:ry] =0
» E ¥ |:|
o k=d .
o selrera) coslaigall | saien o
w(k+4) wik —4) Ilg 5 i ;
cos(mi{l+ly)  cos(=(1={g) _,
V2 (_ Zr(1+i) 2r{1-1) ”) somst
Bk =
':'T"I:kﬁi—-'j_l {=0
= ﬁ%m [ # 0 und gerade
0 sonst

Fiir die Lasung u wird nun ein Rethenansatz gemacht

o0 ==}
(z,y) ZZ O Gkt (T, 0]

k=1 I=1
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wobei die Koeffizienten oy, zu bestimmen sind. Einsetzen ergibt

i (iim:k,;m.;{m,y ) +223‘”@“‘T ) =10

k=1 1=1 )

=] o
ZZ (cng Adwy (2, ) + Brs dra (2, y)) =0

k=1 i=1

SN (e (=hg) S (2,4} + Bea drg (2, 1)) =0

k=1 [=1
el =]
ST (s e+ Bir ) i (2,4) = 0

k=1 =1

Da die ¢y, linear unabhiéngig sind miissen alle Koeffizienten einzeln verschwin-
den, also

Gy,
— X }".l':,r!: i .ﬁk:,.[ = = XL | = #
kL
und die Losung ist
[ a] oo 51
u(zmy)= . > (=)
=1 =il k'j
ungeracde
128 < k
s ; TR
l:mg_rade
0"'3 k
.;',._. cos(mlz
Z Z (k}+16£2)|:\|1u2 41{1‘"!}‘111] ?J &1 T J

kel
ungerade ﬂ'm' Ld-’.

3. Zuerst soll man den Reaktiontermeliminieren
v(z, 1) = u(z,t)e™
Die Differentialgleichung fir v wird:

v = O (ue™) = (Quu)e + yue™ = (Dugz — yu)e™ + yue” = D(ue™),z
= -D?"Iz ;

und die Anfangshedingung

e L
v(z,0) = ulz, m*:v-" = r(z — L)
Ty =t

zlz=L)
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Das neue Problem wird

v(0,t) =v{fLt) =0

s P el
v(z,0) = z(z — L}

Dur die Lésung der Eigenwertproblem

{F,:).'.' -+ A= ':' n [U., LJ S I,"E i Tk : ﬂ'gkz
{ $(0) = (L) =0 = oy = ¥ Ebll’l(fﬂ:) Ay = -
Die Wirmeleitungskern ist
oo 9 oo T 59
Kz, &, t) = ;ékﬂx}t_&‘hf;{ﬁ}e-ﬂmf_z - ;Ein(;ﬁ:ﬂ} Eiill[%&}ﬂ—nmt

Dann die Losung fiir v ist

L I T :
v(z,t} = f w(é, 0K (x, £, t)dE -I—f [ g(é, TV K (z, &, t — 7)dEdr
0 o W0
= [Iﬂf = sz i SillI:Tl—k'.’.!:} Sinlr?r—k.fjﬁ_m‘k*d,s

2 i mk Do i 4 mk
i Zsin{frrr}e_ ”j £(6E— L) Hiu(Tf}nTE_
k=1

-

0
mit
b Tk B - el R -
/ﬂ ‘f{‘f—L]sm{fg]di = —Eft_f—i-}cos{ffjn'—.ﬂkfﬂ {25—1;}(105[35?:'&6
—0
I e e R
= FE’ZK“E L"MH{L‘S}{,_W.[& 5111|__-L—rE:|fEe§
~—
SN mq,ﬂ T L= AL k ungerade
BRCNES T 0 K gerade
fiir v erhélt man _%:?: (“’"‘ (kx)=1)
; i R e R
wlet) . = 67 ; slnl[-frr]e 5
l.l].lﬂ;‘-;-'ade
RRA e o s
e %? 5111[—L-:L-]e K

ungerade
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und fir w

S NEL ko, )t
u(z,t) = vz, i) = — E 3131(-Em}e e
i 3
ungn;"}mde

4, Man macht die Ansatz u(z,y,t) = vi(z, t)uz{y, t) und erhdlt man

3‘1{] ﬁug 5211'.1 E,'f'zug Su.l ﬂzul aﬁg 5'2'-'.-',-3
“lup b 2wy =D “ 2y —D -D=2=0
s G U Gt T 2 e R T T
und
u,(2,0,1) = uy (2, Huay(0,2) =0 = uy,(0,2) =0
'IL[:E1 L._ 1":] = ﬂl{if,ﬂ'll-glil',ﬂ =10 = 'rIgI:L, ?L} =1
1:(0, 3, 1) = w1 (0, Hlug(y, t) =0 = (0= 0

sin{Zy) firl <z <2
w(z,y,0) = ui(z, 0)ua(y, 0) = { 0 (Lm sonst

T i i
0 sonst
ua(y, 0) = sin( Fy)

el o B =

d.ly erhilt man zwei Teilprobleme

1.
g — pZu in (0,00)
tt11:,.{[},f] =[]
L Hird = g2
] =
u(z,0) { 0 sonst
A

oz — D% in (0, L)
”ly(ﬂ’ t:'r = HQ(LJt} =]
u(y,0) = sin(Fy)

Die zwei Lésungen sind
1. Zuerst erweitern wir der Aufgabe in (—oco,00). Um die Randbedingung

1 .(0,t) = 0 machen wir eine Achsenspiegelung um z. In diesem Fall be-
kommen wir

fus. Da—:’} in (—o0, 00)
= | e R e I
1 0 sonst
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In die Vorlesung wurde gerechnet die Losung von

i g

% =Pz o (—o0,00)

ER e S S

U-[J.1ﬂ; = { 0 Lo 0

Die Liosung ist

ot f(,( - ) (1)

iz, t) = zerfe | ——

: 2 2v Dt

Wegen linearitét kann man die Losung von diesem Problem, um die Lisung
fiir w; (z,t) zu berechnen. Man zwerlegt die Anfangsbedingung u,(x, 0} mit
die Stufefunktion
1 g
hlx) = { 0 :

G |
und die konstante Funktion, d.h
u(z,0) = Ah(z +2) + Bh(z + 1)+ Ch{z — 1)+ Dh(z - 2)+ E

Durch einsetzen uon verschidene z in diese gleichung erhiilen wir die Koef-
fizienten 4, B, C.D und F

guaei g At s ST e )
L @ =S o B Bda T Bty i F =)
S el e e S e R S e e R
—2<zrx<-1 =5 DB4+C+D+E=1 = B=l
2>z = A+B+C+D4+E=0 = A=-1

So mit
ug(z,0) = h(z — 2} — h{z — 1) + h{z + 1) — h(z + 2)

erhalten wir

(.1) 1 g :1:-*2) r(m—l) _mfc(:r:—i—l) prfc('TH
SR e T ol B £ [ M) Bl S B L) iy -+ B — Bl
b o 2/ Dt o/ Di /Dt %y

Um diese Problermn zu Lésen soll man zuerst den EWEP

{ F+A=0 n(0L) _  duly) =y 3cos (5)

]

s A k= 1,3,5...
Losen. Damit kann man die Warmeleitungskern erhilten
[
Kymt) = ), oey)duln)e ™ =
k=1 :

ungarade

o 'Fk '.'I'T'.Itf _D?E-*}f
Z CO8 (Eij) cos (Eﬁ) e T att

[l

ungerade

=1
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'-"f'
der man verwendet um u. zu berechnen
P
u(y,t) = f us(n,0) K(y,n, t)dn =
0l e
=sin[ {1)
2 = 7k \ _p=, {* ﬂ'ﬂ :
ik = LZI: cos (E“) aL ﬂ sin Eaﬂ cos | 5=1 dn
11ng:ra.de
mit
L i o i L
T wk Leoos(Z(2 4+ k) ] Lcos(5(2 -k
/ sin(=1) cos (—?‘}) dn = -— I:?,r{ o, (ELL )
Jo L 25 (2 + k) (2 — k) q
-+ L v L = 4L
m(2+k) w(2-—-Fk) w4-k)
ehalfen wir
g cos (Ziy) o~ DA
! S ;
us(y,t) = = Z 2; 3
1111;;1;1:]& 1
Die Lésung fiir u ist
: 4 x—2 z—1 z+1 r+ 2
2 B T S (crfc (—_) — erfe ( ) + erfe ( ) — erfe ( ))
) (RN 2v Dt 2v Dt 2/ Dt 24/ Dt
w2l
i cos (Eby) e~ DT
x
o 4 — k2
ung&]';ule
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