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Losung von Probe Vordiplom

1. Die Differentialgleichungen die diese Reaktion darstellen sind:

i (t) = —kxy + kas + d(t)
zq(t) = —kzo + k1)

Man berechnet die Laplacetransformierte des Problems:

Ve e o

pXa(p) = —kXa(p) + kX1(p)

{ (p+ k) X1(p) = kXao(p) + 5z
(p+ ) Xalp) = kXi(p) = Xi(p) = 225 ()

(pRf b K "'
E Xa(p) = kXa(p) + Hh = Xolp)= plp+ Ekﬁj—_i- al |
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Um die Riicktrannsformation zu berechnen macht man die Partialbruchzerlegung
des Terms ]

plp + 2k)(p + o)
Hier muss man eine Fallunterscheidung machen
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durch Koeffizientenvergleich erhiilt man
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also

Xafp) = Q0 * (2 — ) (2&:[p+2k] Calp- ﬂt})
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b) a=2k = Xip)
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durch Koeffizientenvergleich erhilt man
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2. Die Laplacetransformierte von die Differentialgleichung ist
p*X (p) — pvo + X (p) = F(p)
Um F(p) zu berechnen muss man zuerst die Transformierte der Basis Funktion

herechnen o
bt) =4 F(m—t) F<t<m

[ sonst
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Die Translormierte ist

-

B(p) - / bit)e l”rn'i*—g f te Phdt + ['.'r—f}ra_"‘!rit) =
J T i .‘—'

x
e pl il 1 7
fe _ _/ {:—;Jtd_t) _
z Dz

7 94 T —t)e ¥
_|_ _/ —T-'t”’ ..___}
P Ja I3
2 — P x _!—;I'-'l’- '-_|
_ 2 me P ? 3
T 2p P

eqa T — m
mePE e Pt
5 —_— =
0

2p pz

9 | ko

=
2

= (L8’

e _ Pl T _ P} =
= L-erirer—erh) =

Mit der Regel fiir die Laplacetransformation von 1)L‘1‘imlisdmn Funktionen erhélt

TTLATL: , o
B - 2 g-em
p) = L—e P (1—e?3)(1+e ) ap?l+e™:

Man erhilt fiir X (p)

. 2 1—e?%
2 — i e — e
P X(p) — pzo + X(p) AT
X < L €8 -+
= XS et TRl
e DEB) Fiees B . _2(1-e3)
= X(p)= T -+ .::{.1”2 Ty mit Y'(p) = p—T R
Die Ricktransformation ist
= T T
zft) = ;(—l}kjj[t — R‘E}H[I - kEJ + g cos(t)

wobei H(t) die Heavisidefunktion ist. Mit die Zerlegung
R .
PP +1) P pP 1

erhiilt man
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Die Rilcktransformation ergibt
2
y(t) = = (.t — sin(t) — (1 - g —sin(t — %)) H(t - g))
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Fiir & erhiilt man

zii) = Z{— y(t — k= }H[t—k )+ zpcos(t) =

w : il (4
= = g(—l}k (t — kg —sin(t - kﬁj) H(t - k3) +

_%i{—lﬁk (t= e+ 15 —sin(t— (k+ 1)) H(t— (k+1)3) +zocos(t) =

=0

= %i(—l}" (t - k.g — gin(t — k%]) H(t - k%} +

k=)
2 — I T . i il .
+2 §(—1} (t -1z —51n(¢—£§]) H(t — 1) + o cos(t) =
2% 2 . . 4 — 3 ™ m T
= ?—Es111(t]+1ncos{t}+;§{—l} (t—kg—sm{t—kgj)H{t—kE}
durch Anwendung von H(t — .R:E]H{f —(k+1)5) = H(t - (k+1)3).
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3. Das zugehérige Eigenwertproblem ist:

Ap+dg=0 infl
w=0 auf 8

'_I.

L

Wegen der Radialsymmetrie des Problem muss man nur die radialsymmetrische
Eigenfunktionen finden. Den radialen Teil von dem Laplaceoperator in Kugel-
koodinaten ist A, f(r) = i—i;{r} + %%frj.

Den EWP wird:

{ @"(r)+ 2 (r) + Ap(r) =0 0<r<R
w(R)=0
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mit der Substitution @(r) = L E;ﬂ erhiilt man

)+ Af(r =0 = f(r) = Acos(vVAr) + Bsin(v/Ar)
Acns{ﬁr} " Bsin(\ﬁnr]

= glr) =

A = 0, weil die Eigenfunktion fiir v = 0 endlich bleiben soll. Durch einsetzen der
Randbedingungen erhilt man:

sin(ZEr) T,\2
op{r) =C—EL—= N =(=k] k=1,2,3.
,EJ;;{F] - k (R, ) '
Die Konstante €' wird bestimmt durch Normierung
Tk
] / P2 (r)dV = C’ZMM?‘*{ET—
EE 4]

N .
= 4rC? / sin("Cr)dr —2nRC? = C=
Jo R 2rR

Den Wirmeleitungskern wird

1 sin(%¥r) sin( o) _
K(r,p,t) Z"g*{* Jeox(p)e DMt = 5 z {-,.- ) (QR ] Dt
k=1

Die Lisung wird
i
u(r,t} = / / gle, TV K (r, 0,0 — 7)dV dr =
i

i
- g sin( R T} sin H e~ PAelt-T)
= f f o Z E 4 p*dodr
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g cos(mk) + arﬂﬁr-%gmn( R o)
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und mit

/-t DM g — elMt _ 1
0 DAy

erhiilt man

_ 2q o K ey B 2,2 k B W,
u(r,t) = = ;:-un{ﬁ-r}s * e ({2 — 2 kH)(-1)* - 2) i T
2002 o ((2 — 7k (—1)F — 2) (1 — P2t ~
o 'i‘ul? z ({ 72k?)(—1) ) [ e }:-;in{—r}
Doy — k5 R

Fiir { — oo das Problem wird

DA, = —qu% in £

Wegen der Radialsymmetrie des Problems wird das zu

1 e s HOD
T-? (lr 'E.!-m{‘i"}} = DR

Man kann diese Differentialgleichung durch Integration lisen

1 a ¥ ffo T
S () = -55
3
b, A || Ui,
(rPul.(r)) DR
iyl _(r) = —%f‘i"s dr
4
rzuiﬂ{r} = —EQER—% + 4
o g 5 A
i fr) = —m? +13
d A
ATl = -4gﬂfﬂ‘zrﬁ1"+ Edr
D{IU 1 1
wlr) = —= B84y B
teo(7) bR

Die Losung te soll in ganz £ endlich bleiben, dann lim, gt < oo A = 0.

Mit der Randbedingung .. ([t} = 0 erhilt man

=38 (-3
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4. Mit der Substitution w(z,y, z,t) = v(z,y,z,t)e”" wird das neue Problem ein
reines Diffusionsproblem.
% = DAv in (0,1) x (0, 00)
U (7,9, 0,t) = v(0,y, 2, 1) = v(,0,2,t) = v(l,y,2,t) = v(z,1,21) =0
sin(mz)sin(my) 0<z<1
Man sicht, dass das Gebiet ein kartesiches Produkt von zwel Teilgebicten, mit
dem Ansatz v(z,y, z,t) = vz, y,t)ve(z,t) erhilt man zwei Teilprobleme

1. .
8u — DAw in (0,1)2
th [D‘ y!ﬁ} il [:‘G:ﬂrﬂ = Ul{er rt':l = Ul{-Tr Lﬂ =1
v(z, y,0) = sin (rz) sin (ry)

2,

b — DR in (0,0)

T.-'Qz[[], f} = ﬂ
1 0<z<1
va(2,0) = { ] sr:rHst a

Die Lisungen dieser Probleme sind

1. Mit dem Eigenwertproblem
{ Ag+ Ag in (0,1)?
p(0,y) = p(z,0) = ¢(1,y) = p(z,1) =0
erhilt man den Wirmeleitungskern

wr(x, y) = 2sin (wkz) sin (rly)

7 A=l (K + 1)

K{:E:'! :‘51 Tt t] = Z ':pk.l(:ﬂ: IJ}RC'J:J (‘E:a H]H_DAHL =

ki d=1

= 4 Z sin (wkz) sin (wly) sin (wk€) sin (win) e DAyt
k=1
und damit die Lisung

1 =1
o {'7:17 rt:I = [L‘I j} Ul{f'. U UJK{T, y:'g:l P t)fﬂfdﬂ=

1 1 oo
= / f sin (w&€) sin () 4 Z sin (wkax) sin (wly) sin (mkE) sin (i) e~ PNt =
o J0 Pea

oo 1 1
= dZsin (wkz) sin (wly) ﬁ‘m*-‘*[ sin (7€) sin I{fkfjdff sin (707) sin (wln) dny =
N 0 -

k=1 x o

S "
1 1
=501 =zh1

= sin (rz)sin (ry) e 207
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2. Man erweitet das Problem auf (—oc, 0o) durch Axialspiegelung

2

8 = DER  in (—o0,00)
1 —1<z<1
UZ{H’U}_{H sonst
Wit
1 <10
"‘[z):{n @ >0

kann man die Anfangsbedingung zerlegen
vo(2,0) = h(z—1) — h(z+1)
Mit der bekannte Lisung von

% — pZL i (—o0,0) 1
1 z<0 = b(z,t) = —erfc

1’2(210)={ﬂ Sy 2 (%"Lﬁ)

und der linearitit des Problems erhélt man

va(z, ) =blz = 1) = bz +1) = % (ﬂffﬂ (%} - orle (%))

Das Endresultat

1 z=—1 z+1 . . _{2Dx?
z,y,1) = v (z, Dz, fle™ = _( f (—) — erf (—)) Ys ,— (2Dt
u(z, y,t) = vi(z, thva(z, the il e e e (wz)sin (Ty) e



