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Losung Mathematik 111

1. Zuerst berechnet man die Laplacetransformierte des Problem. Mit

x(t) o—e X(p)
i(t) o—e p"X(p) —px(0) — £(0) =p°X(p) — p
p(l +e7™)

JO) eme )= /0“ cos(t)e Pdt = P (—peos(t) + sin(t))[] = 2 P’ +1

erhalten wir

2 p(l+e™)
X(p)—p+X@p) =——pn——~
p"X(p) —p+ X(p) o
Wir auflosen fiir X (p)
P+ DXp) = L pps 2T
P PP +1 P +1
p P pe ™
X(p) = + +
P = i TRl e

Es gibt zwei Moglichkeiten die Riicktransformation zu machen. Die erste ist mit
Partialbruchzerlegung

L_A+B+C’+D
(p* + 1) p—i pt+i (p—i)? (p+1)?
p = AP+ 1)(p+i)+BE°+1)(p—i)+Clp+i)*+ D(p—i)
p = A +2pi+p+i)+ Bp®—2pi+p—1i)+C(p*+2pi — 1)+ D(p* —2pi — 1)
p (A+B)p* + (24i —2Bi+ C + D)p* + (A+ B +2Ci —2Di)p+ Ai — Bi — C — I

A+B=0 =B=-4A
24i —2Bi+C+ D=0
A+ B+2Ci—2Di=1
Ai—Bi—C—-D=0
4Ai+2D+ 5 =0 A=0=B=0
{MMJD—%:O {6D:—%$D:—£$C:%

4Ai+C+D =0
=< 2Ci—-2Di=1 =C=D+
24i—C —D =0

Wir erhalten
P 1 1 1 1

P2 +1)2 4i(p—9)? 4i(p+i)?

Bitte wenden!



und

1 1 1 1 p 1 e 1 e™

T di(p—i)? di(p+i)  pPA1 di(p—i)2 di(p+i)

X(p)

Mit der Transformationregel

cos(t) o—e

ft—ah(a—1t) o F(p)e=®  mit h(t):{(l] e

erhalten wir

t . t . t— ) t — )
xz(t) = 4—Z,e” - 4—ie"t + cos(t) + ( 4i7relt — 4i7re_’t) h(m —t)
¢ _
— Zsin(t) + cos(t) + —— sin(t — 7) h(r — t)
2 —_——

— sin(t)

Es gibt eine andere Moglichkeit um diese Riicktransformation zu machen. Mit

der Regel
d

tf(t) o—e ——F
(1) o—e 2 F0)
erhalt man fiir sinus und cosinus
d p p?—1
tcos(t) o—e —— =
(®) dpp>+1 (p>+1)°
d 1 2p

tsin(t) o—e —— =
) dpp>+1  (p*+1)?

Mit diese zwei transformierte ist einfach zu sehen dass

p p pe~ P t PR
(p? + 1)2+p2 + 1+(p2 +1)2 z(t) 5 sin(t)+-cos(t)+

X(p) = sin(t—m)h(m—t)

2. Zuerst homogenisieren wir die Randbedingungen durch

v=u—1

Siehe nichstes Blatt!



Dann erhalten wir
Av = Au = 2u — cos(y) = 2v + 2 — cos(y)

d.h.
{ Av —2v—24cos(y) =0 1in (0,7) x (0, %)

Um<oay> = U(ﬂ-v y) = Uy<x7 0) = vy<x7 %) =0
Den zugehorigen EWP ist
{ Ap+Ap=0 1in (0,7) x (0,%)
v2(0,y) = (7, y) = ¢y (2,0) = py(z,5) = 0

Die normierte Losung ist

k
ori(z,y) = G 605(590) cos(2ly)

k2 + 1612
el = +T mit k=1,3,5,... und 1 =0,1,2,3,...

2 | =
G = { 22 ]
Wir enwickeln 1 und cos(y) durch die Eigenfunktionen

1= Z 1Pk (T, Y)
ol

WO
apy = / / (@, y)dyde
o Jo
T L 3
= C’l/ cos(—x)dx/ cos(2ly)dy
0 2 0
Mit - 5 5 i
/Ocos(§x)da::Esin(%)
und

/2 cos(2ly)dy = zél,o
0 2

erhalten wir 5 "
gy = Eéo,l Sin(%)

Fiir cos(y) erhalten wir

cos(y) = Z Bripri(,y)
k.l

Bitte wenden!



WO

ﬁk,z = //COS(y)SOk,z(%y)dydﬂU
o Jo

= Cz/ cos(gzv)d:c/2 cos(y) cos(2ly)dy
0

0
Mit

s

2 _osin((20 = 1)x) | sin((20 + 1)z) |2 _sin(nl = 3)  sin(wl + 7)
/0 costy)cosydy = =TT Y @) |, T 2@i—1) T 2@+ D)
1 1

_ —cos(ml)  cos(wl)  (=1)F 1 1 (1
B 2(21—1)+ 22l +1) 2 (21—1+zl+1)_412—1

Wenn wir den Ansatz

T,y) = ka,mk,l(ﬂfa Y)
k.l

in die Differentialgleichung einsetzen, erhalten wir

Z (= NkaVk — 2051 — gy + Bri) eri(z,y) =0
ol

Das ist nur moglich, wenn

S Bry — 20y
ol Ay + 2
16(1—7 T
B { 7W(]§2J:/@)k sm(l 2’“) =0
= 216(—1)+1 "
Th(A2—1)(k2+ 16121 3) sin(57) 1 #0

Die Losung fiir v ist

o0

32 l-7m . 7k k
U(l‘ay) = P Z mSID(T)COS(gl‘)
unge:“ade
s DY 5 2
72 k_lz 1 (4[2 — 1)(k'2 + 1612 +8)k’ Sln( 2 )COS(2.T) COS( ly)
Und fiir u
32§ l—7m . 7k k
u(z,y) = ) ; mSIIl(?) COS(§x>
uuge_rade
o 5 21 1
I Z (412 — 1) (k2 + 1612 + 8)k sin( ) cos(5x) cos(2ly) +

=1

Siehe nichstes Blatt!



3. Zuerst 16sen wir das Eigenwertproblem

{ ‘Pm(x) + )‘90(1:) =0
p(0) =p(L) =0

2 . (7rk )
V™M *
mit k=1,2,3,...

Damit konnen wir den Wérmeleitungskern berechnen

Z@k

Die Losung ist
w2k?

o=

or ()

K(z, & t) =

_D)"“t E sm s'
L

7r/€
L

2k
lIl D—L2 t

—&)e

Wir setzen unsere Anfangsbedlngung und die Quelle in die Losungsformel ein:

L t L
uwt) = [ w@K@eod+ [ [ aen Kt~ rdgar
0 0o Jo
Lo 2 k k 222
= /0 Sln(%f)zgsm(% )sm(%é’)e_D 5 tae
+/t/L . ( é_) _a,r2 i (’ﬂ'k ) (7T é_) _prik (t_T)dgd
sin(—&)Te T — sin(—x) sin e 2 T
0o Jo L — L L
2 > . ﬂ-k D7r2k2t
= —Zsm(—x)e T2
L p L
L L t
2m k T k D
X sin(—¢) sin(—f)d§—|—/ sin(—&) sin(==&)d¢ reP* 2 CV)TdT>
/0 L L 0 L L 0
Mit
L
s 7k L
= “Pade = =5
[ s osinCFod = Fos
L
T mk L
- Tk evge — Ls
| smGesn(Fod = Ja
t 2 " (D”2§2 —a)t (D”22 —a)t 1
/ re P = 21:2 - 2/; =+ 252
0 Dz —a (D —a)? (D7 —a)’
erhalten wir
W2k2 W2k2
2 > . ﬂ-k DT k2t L L te(D .2 —Oé)t e(D 2 —a)t 1
u(z,t) = — sin(—ux)e 2 —ko+ =0 —
( ) L ; ( L ) 2 k,2 9 k,1 Dwz/f S (Dwzk2 04)2 (Dﬂzlf _ a)f
27 | _pan oo te—t e~ e_DZ%t
= sin(—wx)e + sin(—x —
( L ) (L ) DZ—Z; -« (Dz—z —a)? (D’rz’;€2 —a)?

Bitte wenden!




4. Wir machen die Ansatz

U(l‘, Y, t) = ul(l‘a t)“’Z(?/? t)
dann erhalten wir zwei Probleme

Uit = DU1 T
u1(0,t) = ul(L t)=0 (1)
uy(z,0) = cos(57T)

UQ(O, t) =0
1 1<y<? (2)
ua(y, 0) = 0  sonst
Um (1) zu l6sen berechnen wir das EWP
{ zz + A =0
p(0) = (L) =0
Die zugehorige normierte Losung ist
2 . 7k 2
or(x) = \/;sm( 7 T) A= ﬁkQ
mit k =1,2,3, - --
Den Warmeleitungskern ist
2~ .k . mk_ _pxf?
K(z,&,t) Zwk P = z;sm(f:c) sm(ff)e bt
Dann ist
L o
k x2k2, 2 k
(z,t) /0 cos( L§)K(:c,£,t)d£ = ;sin(ﬂL z)e P s tL/O cos(27TL§) sm(%f)dﬁ
mit
L
o Ty _cos((F+5E)E)  cos((F = 57)¢)
0 (% +37) (F-%) |,

1 1 cos(k
%+l -1 2+
2k—1+2k+1 ALk
4k2 -1 4k2—-1)  =(

NSRS

Siehe nichstes Blatt!



erhalten wir

S~ Kk . 7wk _ _p=22,
uy(z,t) = - Z FTERg] sm(fx)e L2

k=1

Um (2) zu losen erweitern wir das Gebiet auf (—oo, 00)

Ugyt = DU;Q’yy
1 l<y<?2
us(y,0)=¢ -1 —2<y<—1
0 sonst

Wenn wir die Losung
1 Y
v(y,t) = =erfc | ——
(y.0) =5 <2 B t)
zum Standard problem

vy = Duy,

v<y,o>=h<y>={1 y<0

0 y>0
kennen, stellen wir uy(y,0) durch h(y) dar.
uz(y,0) = h(y —=2) = h(y = 1) = h(y + 1) + h(h +2)
Wir erhalten
1 y— 2 y—l) <y+1) (y—i—Q))
us(y,t) = = erfc | =—— | —erfc | =—— | —erfc | =—— | +erfc | ——
:(6:1) = 3 ( <2\/Dt) <2\/Dt 2/ Dt 2v/Dt

Fiir die gesamte Losung finden wir

u(z,y,t) = 2 <erfc (L_Q) — erfc (Q) — erfc (LH) + erfe (y_+2)) X
o m 2v/Dt 2v/Dt 2v/Dt 2v/Dt




